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Model Samuelsona podziatu dochodu narodowego
i jego uogolnienia

Wprowadzenie

Dochéd narodowy jest efektem pracy catego narodu zamieszkujacego obszar pew-
nego panstwa. Wytworzenie dochodu narodowego to wysitek catego narodu, ktory
rozproszony jest po roznych instytucjach i przedsiebiorstwach znajdujacych sie na
terenie rozwazanego panstwa.

Zwyczajowo dochdd narodowy obliczany jest w skali jednego roku. Nie
bedziemy tutaj analizowa¢ zjawisk przyczyniajacych si¢ do wytworzenia dochodu
narodowego, bowiem jest to niezmiernie obszerna problematyka.

Zagadnieniem, ktérym zajmiemy si¢ w ponizszym artykule, jest podzial
dochodu narodowego. Oczywiscie zagadnienie to zwigzane jest z polityka prowa-
dzona przez okreslone panstwo, ktére — w zaleznosci od panstwa — ma rézne prio-
rytety oraz preferencje. Dla przykladu, jezeli pafistwo znajduje sie w okresie prowa-
dzonej wojny (np. Syria), to jego dochdd narodowy jest w wiekszosci przeznaczany
na $rodki zwigzane z prowadzeniem tej wojny jak np. wytwarzanie bardzo duzej ilo-
$ci broni oraz jej zakup, wyposazenie armii w odpowiedni sprzet i umundurowanie,
wytwarzanie i zakup zywnosci dla armii, oplata wysoko wykwalifikowanych specjali-
stow od dzialan bojowych, oplata za dziatania wywiadowcze itp.
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Oczywiscie cze$¢ dochodu narodowego, wytworzona w takim panstwie, musi
by¢ przeznaczona na podtrzymanie funkcjonowania pewnych instytucji w tymze
panstwie oraz na zaspokajanie pewnych potrzeb przez ludzi nie bioracych bezpo-
$redniego udzialu w dziataniach wojennych.

Zwroémy uwage na to, Ze inne sg proporcje podzialu dochodu narodowego
w panstwie toczagcym wojne w przypadku, gdy niemal cate panstwo jest zaangazo-
wane w jej prowadzenie (por. wspomniana Syria), a inne proporcje stosowane sg
wtedy, gdy dzialania wojenne prowadzone s3 tylko na czgsci terytorium tego pan-
stwa (np. Ukraina). Nietrudno tutaj nie wspomnie¢ réwniez o przykladzie Polski,
ktéra na pograniczu z Biatorusig toczy tzw. wojne hybrydowa.

Z drugiej strony nalezaloby wspomnie¢ rowniez o takich panstwach, ktdre
w celu utrzymania wladzy przez pewng grupe ludzi, angazuje w tym celu ogromne
$rodki, zaniedbujac niejednokrotnie gospodarke catego kraju. Typowym przykla-
dem takiego panstwa jest chociazby Wenezuela, ktdra w obecnym stanie poswigca
niemal caly wysitek narodu na utrzymanie si¢ przy wladzy grupy ludzi skupionej
wokot prezydenta Nicolasa Maduro.

W dalszym ciggu, rozpatrujac zagadnienie podzialu dochodu narodowego,
bedziemy zaklada¢, ze rozwazane przez nas panstwo jest w swojej wiekszosci w sta-
nie pokoju, a ewentualne wojny prowadzone przez to panstwo majg jedynie charakter
lokalny. Oczywiscie i tutaj moga pojawiac sie znaczgce roznice w proporcjach podziatu
dochodu narodowego. Réznice te s3 podyktowane gléwnie przez polityke prowadzona
przez wladze panstwowe. Wystarczy jako przyktad wzia¢ np. takie kraje jak Federacja
Rosyjska i Francja. W podziale dochodu narodowego kreowanego w Federacji Rosyj-
skiej, wigkszos¢ dochodu przeznaczana jest na szeroko zakrojone zbrojenia i bardzo
rozbudowane manewry wojskowe itp. Natomiast we Francji wiekszos¢ dochodu naro-
dowego kierowana jest na inwestycje i przeznaczana jest na konsumpgje.

W rozwazaniach prowadzonych w tym artykule zajmiemy si¢ gléwnie rozwa-
zaniem modelu podziatu dochodu narodowego, ktdry zaproponowal stawny ekono-
mista amerykanski Paul Anthony Samuelson (1915-2009). Warto tutaj wspomnie¢
o tym, ze dzieki swoim osiggnieciom P. A. Samuelson mial ogromny wptyw na bada-
nia prowadzone przez ekonomistéw na catym $wiecie. I tak, P. A. Samuelson opra-
cowal teori¢ finanséw publicznych oraz zajmowal sie analizg ekonomiczng, rozwi-
nat teori¢ wzrostu gospodarczego i teori¢ dochodu, zajmowal si¢ analizg systemu
podatkowego itp. P. A. Samuelson pracowal réwniez jako doradca prezydentéw USA
J. E. Kennedyego i L. B. Johnsona. W 1970 r. (jako pierwszy Amerykanin) otrzymat
nagrode Nobla w dziedzinie ekonomii.

W przedkladanej pracy bedziemy omawia¢ model podzialu dochodu narodo-
wego zaproponowany wlasnie przez P. A. Samuelsona (por. Chiang, 1994). Model ten
w istotny sposob oparty jest na teorii tzw. rdwnan réznicowych (zob. Agarwal, 2000;
Bana$, 2018; Chiang, 1994; Elaydi, 1999; Fulford, Forrester, Jones, 2001; Rumak, 1972).
Okazuje si¢ bowiem, Ze réwnania réznicowe tworzg narzedzia, ktére bardzo dobrze
oddajg skokowy charakter przebiegu zjawisk ekonomicznych, a przede wszystkim roz-
nych aspektow zwigzanych z podzialem dochodu narodowego.

86



Model Samuelsona podziatu dochodu narodowego i jego uogélnienia

W przedkladanej pracy przeanalizujemy doktadnie wspomniany wyzej model
Samuelsona podzialu dochodu narodowego, ktdry opisany jest do$¢ pobieznie
w ksigzce (Chiang, 1994). Podamy takze pewne uogdlnienie modelu Samuelsona.
Uogdlnienie to wydaje si¢ bardziej ,,przystawac¢” do realiéw ekonomicznych i lepiej
modelowac¢ rzeczywisto$¢ wystepujaca w wielu krajach.

W pracy tej nie bedziemy przedstawia¢ szczegélow teorii réwnan réznico-
wych, na ktérej bazuja prowadzone przez nas rozwazania. Wynika to stad, ze pod-
stawy teorii réwnan réznicowych sa dos¢ proste oraz sag wylozone w sposéb przy-
stepny i zrozumialy w wielu opracowaniach ksigzkowych (por. Agarwal, 2000; Banas,
2018; Cull, Flahive, Robson, 2015; Elaydi, 1999; Rumak, 1972).

Z drugiej strony, petna prezentacja tych aspektow teorii rdwnan réznicowych,
z ktérych korzystamy w tej pracy, bylaby bardzo obszerna i z matematycznego (jak
réwniez ekonomicznego) punktu widzenia nie wniostaby wielu istotnych faktow do
naszych rozwazan.

Rownanie roznicowe charakteryzujagce model Samuelsona
podziatu dochodu narodowego

Zgodnie z wcze$niejszg zapowiedzig zajmiemy si¢ teraz podzialem dochodu narodo-
wego realizowanym zgodnie z modelem zaproponowanym przez P. A. Samuelsona.
Jak juz wczeéniej wspominalismy, model ten ma charakter dyskretny (inaczej: sko-
kowy) i opiera si¢ na idei moéwiacej, ze zjawiska ekonomiczne majg charakter staly
w pewnych przedziatach czasowych, a po przejsciu z jednego przedzialu do drugiego
zmieniajg w sposob skokowy wartosci zmiennych charakteryzujacych te zjawiska.

W naszych rozwazaniach bedziemy przeprowadzaé szczegélowa dyskusje
zaréwno wyprowadzenia réwnania réznicowego opisujacego przebieg analizowa-
nych skladnikéw podziatu dochodu narodowego, jak i rozwigzania wspomnianego
réwnania réznicowego. Warto tutaj zaakcentowac to, ze wyprowadzone przez nas
w zalozonym modelu Samuelsona réwnanie roznicowe bedzie rownaniem liniowym
drugiego rzedu o wspdtczynnikach stalych, niejednorodnym.

Rdéwnanie réznicowe analizowane w tym podrozdziale bedzie opieraé sie
na zalozeniu (zgodnie z modelem Samuelsona), ze tzw. wydatki rzadowe sa stale
w kolejnych okresach czasu (por. Chiang, 1994).

W naszych dalszych rozwazaniach symbolem Y oznacza¢ bedziemy wielko$¢
dochodu narodowego. Bedziemy zaktada¢, ze ten dochod Y sklada si¢ z nastepu-
jacych rodzajow wydatkow: konsumpcji K, inwestycji I oraz wydatkow rzadowych
R. Wielkosci te mozemy obserwowa¢ tylko w niektérych wybranych momentach
czasu o numerach #n, gdzie n = 0,1,2,.... Zatem przyjmujemy, ze zmienne te sa dys-
kretne i oznaczamy je symbolami Y, K, I oraz R .

Przyjmujemy réwniez zaloZenie, Ze konsumpcja K (dla n-tego momentu) jest
funkcjg zmiennej Y, , tzn. zalezy od wielkosci dochodu narodowego z poprzedniego
okresu czasu. Zat6zmy ponadto, ze jest to zalezno$¢ liniowa nastepujgcej postaci

87



Jozef Banas, Monika Krajewska

Ky = y¥n_1 (1)

gdzie y € (0,1) jest wielko$cig stalg przedstawiajaca tzw. sktonnos¢ do oszczedzania.
Zaktadamy ponadto, ze inwestycje I s3 funkcja wielkosci wydatkéw na konsumpcje
majacg postac:

L, = a(Kn — Kn_1), (2)

gdzie a > 0 i a jest stala nazywana wspotczynnikiem akceleracji lub akceleratorem.
Zaleznos$¢ te opisuje tzw. zasada akceleracji (pobudzania, przyspieszania),
wedlug ktdrej wielkos¢ naktadow inwestycyjnych zmienia sie wraz z fazami cyklu
koniunkturalnego. W okresie wzrostu gospodarczego inwestycje rosng szybciej niz
produkt narodowy, a w okresie recesji spadaja szybciej niz produkt narodowy (jest to
zasada sformulowana w 1913 r. przez francuskiego ekonomiste Alberta Aftaliona).
Ponadto zakladamy, ze wydatki rzadowe R s3 stale, a wiec R =R, = const. dlan=1,
2, . ... Uwzgledniajgc dodatkowo, Ze dochéd narodowy Y, jest sumg konsumpcji K ,
inwestycji I oraz wydatkéw rzadowych R, otrzymujemy réwnanie postaci

Y,= K,+1,+Rg (3)
ktére wraz z rébwnaniami (2) i (3) tworzg uktad réwnan postaci

Kn = y¥n_1
I, = a(Kn - Kn—1)~
V.= K,+1,+R,

Powyiszy uklad opisuje tzw. model Samuelsona podziatu dochodu narodowego
(krotko model Samuelsona).

Przeksztalcimy teraz dany uktad, aby otrzymac¢ jedno réwnanie réznicowe
opisujace wspolzaleznosci akceleratora i mnoznika y. W tym celu wstawiamy do
réwnania (2) warto$ci konsumpcji odpowiednio z réwnania (1), otrzymujac

I, = a(yYn—l - VYn—Z) = ay(Yn—l - Yn—z)

Uwzgledniajac zaleznosci z powyzszego réwnania i réwnania (1) w réwnaniu (3),
dostajemy

Yn=vYn1+ ay(Yuo1 —Yu2) + Ry, (4)
a nastepnie po uproszczeniu otrzymujemy nastepujacg zaleznos¢

Yo —v(l+ )Yy g +ay¥u s =R,
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Bez straty ogdlnosci rOwnania mozemy przesungé w powyzszym réwnaniu wskaz-
nik do przodu o dwa. Zatem w konsekwencji z réwnania (4) otrzymujemy réwnanie
roznicowe postaci

Yoio — V(l + a)yn+1 + ayY, = R,. (5)

Jest to rownanie roznicowe liniowe drugiego rzedu, o wspolczynnikach stalych, nie-
jednorodne.

Zajmiemy sie teraz rozwigzaniem tego réwnania. W tym celu bedziemy
poszukiwa¢ rozwigzania szczegdlnego réwnania niejednorodnego (RSRN) w postaci
stalej k, poniewaz wydatki rzgdowe R s3 stale. Podstawiajgc do (5) statg k w miejsce
wartoéci dochodu narodowego otrzymujemy, ze k = Ry/(1 —y) a w konsekwencji
dostajemy, ze RSRN ma postaé

Wielkos¢ ta stanowi rowniez poziom dochodu odpowiadajacy rownowadze miedzy-
okresowej.

Nastepnie utwérzmy réwnanie charakterystyczne, odpowiadajace réwnaniu
réznicowemu jednorodnemu stowarzyszonemu z rdwnaniem (5). Réwnanie to ma
postac

AP —y@A+a)+ay=0. (6)

Obliczymy wyréznik réwnania charakterystycznego (6). Mamy:

A= y: (1 + a)% — 4ay = y[y(1 + a)? — 4a].

W celu znalezienia rozwigzania ogdlnego réwnania jednorodnego (ROR], w skrocie)
stowarzyszonego z rownaniem réznicowym niejednorodnym (5), rozpatrujemy trzy
przypadki w zaleznosci od znaku wyrdznika A. Poniewaz y > 0, jest to rownowazne
rozpatrywaniu znaku wyrazenia y(1 + «)? — 4a. Mamy zatem:

4
L A> 0, czyli¥ > g2

Wtedy rownanie charakterystyczne (6) ma dwa rozne pierwiastki rzeczywiste
A11 A, Wéwcezas ROR] ma nastepujaca postaé

Yn = Clﬂ.gl + CZ 721,
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gdzie C,, C, s3 dowolnymi stalymi rzeczywistymi (por. Banas, 2018). Stad otrzymu-
jemy, ze rozwigzanie ogélne réwnania niejednorodnego (RORN), tzn. réwnania (5),
bedace sumg ROR] oraz otrzymanego wyzej RSRN, ma posta¢

R

4a

. A= 0,czyliy = +a)?

Woéwczas (zob. Banas, 2018; Rumak, 1972) réwnanie charakterystyczne (6)
ma jeden rzeczywisty pierwiastek podwojny 1,. W konsekwencji, ROR] ma
postac (zob. Agarwal, 2000; Banas, 2018)

Yn = Cllg + Cznlg,
natomiast RORN mozna wyznaczy¢ nastepujaco

R
Y, = CiAG + ConAg + ﬁ., (8)

gdzie C,, C, s3 dowolnymi statymi rzeczywistymi.

4a

1. A< 0lubréwnowaine ¥ < At

Wtedy réwnanie charakterystyczne (6) ma dwa pierwiastki zespolone
A = a— i, 1y = a+ Bi. Wowczas (por. Banas, 2018) ROR]J ma postac

n
Y, = (a? + B?)2 (C, cosng + C, cosng),
gdzie ¢ jest argumentem liczby zespolonej A2 natomiast C;, C, sa dowolnymi statymi.

W tym przypadku RORN ma postaé

R
Y, = [411™(Cy cosne + C, cosng) + 1 _Oy 9)
n
= (a? + ?)2(C, cosng + C, cosng)
Ry

+ :
1-y

Dyskusja rozwigzan réwnania réznicowego w klasycznym modelu
Samuelsona

Przeprowadzimy teraz bardziej szczegdtowq analize skonstruowanych wyzej roz-
wigzan réwnania réznicowego (5), wyrazonych przy pomocy wzordw (7), (8) i (9).
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Przypomnijmy w tym celu, ze parametr y (zwany sklonnoscia do oszczedzania) spel-
nia, zgodnie z przyjetym wczeéniej zalozeniem, nieréwnosci

0 <y <1 (10)

Rozwazmy teraz przypadek I, tzn. zakladamy, Ze wyrdznik A réwnania charaktery-
stycznego (6) jest liczba dodatnig. Oznacza to, ze

yly(1 + @)= 4a] > 0

lub réwnowaznie

4a

Postugujac si¢ znanymi wzorami Vietea (lub bezposrednim rachunkiem) fatwo
sprawdzi¢, ze pierwiastki A; i A, réwnania charakterystycznego (6) spetniajg zalez-
nosci

o
Stad otrzymujemy:
A=2D)A-2)=1-A4 = + 1A, =1—-(A1 + 1) +1; - 4,
=l-y(l4+a)+ay=1-y.
Z powyzszej réownosci oraz (10) dostajemy, ze
0<(A-4A-2) <1 (13)

Poniewaz z zatoZenia zaréwno a > 0 jak iy > 0, wigc z drugiej rownosci (12) wynika,
ze znaki pierwiastkow A, oraz A, sg takie same, tzn.

sgni; = sgni,.

Z powyzszej uwagi oraz z pierwszej rownosci (12), poniewaz y(1 + a) > 0, wynika,
ze Ay + A, > 0, a wiec ostatecznie mamy, ze 1; > 0 oraz 1, > 0.

Zwroémy dalej uwage na to, ze pierwiastki A4, A,, rownania (6) wyrazaja sie naste-
pujacymi wzorami

_ v+ o) - Jyly( + @)* — 4a

Al 2 ) (14)
1+a)+ 1+ a)? - 4a
PR SR Vrly( +a) ! (15)
2
Stad widad, ze spetniona jest nieréwno$¢
A < 2y
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Z powyzszej obserwacji oraz z (13), a takze stad, ze 1; > 0 oraz A, > 0 widzimy, Ze
mozliwe sg nastepujace dwa przypadki:

1. O<A< A <1
2. 1< <A,

Jezeli ma miejsce przypadek pierwszy, to z (7) otrzymujemy, ze Y = Ro/(1 —
1) przy n - co. Wtedy bowiem ciagi potegowe (A7) i (1%) s3 zbiezne do zera.
Oznacza to, Ze rozwigzania rownania réznicowego (5) w tym przypadku sa asymp-
totycznie stabilne, poniewaz wraz ze wzrostem n dazg one do stanu réwnowagi
Ro/(1 =)

Jezeli natomiast ma miejsce przypadek drugi, to wtedy nietrudno zauwazy¢,
ze Y, — oo, wiec rozwigzania naszego rownania roznicowego (5) mocno eksploduja.
W przypadku, gdy C; > 0 oraz C, > 0 (lub przynajmniej jedna z tych statych jest
dodatnia, a druga nieujemna) oznacza to bardzo szybki wzrost dochodu narodo-
wego.

Rozpatrzmy teraz przypadek II, gdy A = 0, tzn. gdy

_ Aa
YTato?
Wtedy mamy, ze
1+a
Al = A,z = /10 s u .

2
Z zalozenia, ze y < 1 (por. (10)) wynika, ze mozliwe sg nastepujace trzy sytuacje.

1 y<—.

1+a

Wtedy A, < 1 wiec na podstawie (8) oraz na podstawie wlasnosci ciggow licz-
bowych (por. Bana$, 2018) wnioskujemy, ze

R
lim Y, = 0

n—oo 1—vy

Zatem w tym przypadku rozwigzania réwnania réznicowego (5) sa stabilne
(a nawet asymptotycznie stabilne) i d3za do polozenia réwnowagi Ry /(1 — 2).

Wtedy A, = 11rozwigzanie (8) przybiera posta¢

Rg
Yn=(31+C2n +m.
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Zatem (zakladajac, ze C; > 0), w tym przypadku rozwigzania eksploduja, ale
ten wzrost nie ma postaci wyktadniczej. Z ekonomicznego punku widzenia,
oznacza to, ze dochdd narodowy roénie réwnomiernie z roku na rok.

2

3. V>m.

Wtedy 49 > 1 i znowu mamy do czynienia z szybko eksplodujgcymi rozwig-
zaniami rownania réznicowego (5).

Teraz rozwazmy przypadek I1I, gdy A < 0, tzn. gdy

4da

il cwamey

Zauwazmy, ze wtedy pierwiastki réwnania charakterystycznego (6) mozna przedsta-
wic¢ w postaci:

_ y(1+a)—i \/y[4a —y(1+ a)?]

Al 2 )

1= Yy +a) +iy[da —y(1 + @)?]

2 - J
2

Wryliczajac modul ktorejkolwiek z tych liczb, otrzymujemy:

] = jy2(1: a)? N yl4a — Vil +a)?]

1
= E\/yz(l +a)? +4ay —y?2(1+ a)? = /ay.
Teraz, biorac pod uwage (10), mozemy rozwazy¢ nastepujace przypadki:
1
1. a <3. Wtedy |41] <1, wigc ze wzoru (9) wnioskujemy, Ze w tym przy-
padku rozwigzania réwnania réznicowego (5) zmierzaja do stanu réwnowagi
Ro/(1 —4) i s3 asymptotycznie stabilne.
1
2. @ = 7. Wtedy|4,| = 1. Stad, na podstawie wzoru (9) wnioskujemy, ze rozwig-
zania réwnania roznicowego (5) oscyluja ,,rownomiernie” wokot potozenia

réwnowagi Ry /(1 — A).

Rzeczywiscie, w tym przypadku z (9) dostajemy:
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R
Y, = C;cosng + C, cosn¢+ﬁ= (16)

C
= /C2+CZ< L cosng
VRN CE+¢3

¢>+ %o
cosn =
1—-y

2

+—

C?+C2

= [C? + C2(siny cosng + sini cosng)
Ry

L

2 2 . RO
= [Cf +C5 sm(n¢+1/))+1_y

gdzie przyjelismy, ze y jest takim katem, ze

Cy
tg'l/} = C_2

Z réownosci (16) widoczne jest, ze rozwigzania réwnania réznicowego (5) oscyluja
. . . . > >
wokot stanu rownowagi z amplitudg /CZ + C3-

1
3. @ > <. Wtedy |1,]| > 1. Postepujac tak samo jak poprzednio, mozemy roz-
wigzanie zadania wzorem (9) zapisa¢ w postaci:

2 2 . RO
Yo = 44" |C] + C5 sin(ng + ) + -y

Stad widzimy, Ze rozwigzania Y;, réwnania réznicowego (5) oscylujg wokdt stanu
rébwnowagi, ale przy n — oo amplituda tych oscylacji wzrasta nieograniczenie,
bowiem |[41|" =

Uogolnienie modelu Samuelsona

W podrozdziale tym zajmiemy si¢ dyskusja pewnego uogoélnienia rozwazanego
w poprzednim rozdziale modelu Samuelsona.

Przypomnijmy, ze w poprzednio omawianym modelu przyjelismy zalozenie, ze ciag
(Rpn) czeéci dochodu narodowego, przeznaczonych na wydatki rzadowe jest staly,
tzn. R, =Ry =const.dlan=1,2,3....

Rozwazmy teraz taka sytuacje, gdy w kolejnym kroku (etapie) wielkos¢
dochodu narodowego wzrasta. Wtedy logicznym wydaje sie taki podzial, zeby jakas
cze$¢ Yn—1 — Yn—2 tego wzrostu, czyli pewna cze$¢ wielkosci , byta przeznaczona na
wydatki rzadowe.
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Zalézmy zatem, ze ciag (R,,) wydatkéw rzagdowych bedzie zdefiniowany wzorem
Rn=Ro+6(Yn-1—Yn-2), (17)

gdzie 0 < § < 1 i 6 oznacza wspolczynnik rzagdowej konsumpcji wzrostu dochodu,
natomiast tak, jak poprzednio, Ry = const. .

Oczywiscie, gdy zamiast wzrostu dochodu narodowego mamy jego spadek, to wtedy
Yn—1 — Y2 jest wielkoscig ujemng, a wiec R, < Ry.

Uwzgledniajac (17) w réwnaniu (4), tzn. podstawiajac w réwnaniu (4) w miejsce R,
wielko$¢ R, wyrazong zaleznoécig (17), otrzymujemy

Y, — )/(1 + a)Yn—l +ayY,_, =Ry + 5(Yn—1 —Y2),

Stad, po prostych przeksztalceniach, dostajemy

Yn - [V(l + a’) - 6]Yn—1 + (ay + S)Yn—z = RO-

Przesuwajac o 2 indeks w powyzszym réwnaniu, otrzymujemy nastepujace
réwnanie réznicowe

Yoio = [y(A + a) = 8]V 41 + (ay + 8) Y3 = Ry (18)

Zwroémy uwage na to, ze otrzymane wyzej rdwnanie roznicowe jest uogol-
nieniem poprzednio otrzymanego réwnania (5). Rzeczywidcie, gdy § = 0, czyli gdy
wystepuje brak rzadowej konsumpcji wzrostu dochodu narodowego, to wtedy row-
nanie (18) przeksztalca si¢ do réwnania (5).

Zauwazmy dodatkowo, ze réwnanie (18) jest rowniez réwnaniem réznico-
wym drugiego rzedu o wspoéltczynnikach stalych, z ,,niejednorodnosécig” réwng Ry
czyli takg sama, jak w réwnaniu (5). Ma ono jednak inne wspolczynniki przy Y,,_;
oraz Yy,.

Piszac réwnanie charakterystyczne dla réwnania (18), dostajemy
22—y +a)—56]1+ (ay +6) = 0. (19)

Stad wnioskujemy, ze wyrdznik powyzszego réwnania kwadratowego ma posta:

A=[y(l+a)—68]?—4(ay +96)
=y2(1+a)? - 2y5(1 + @) + 62 — 4ay
= [?(1+a)? —4ay] + 6% — 46
—2y6(1 + a)
=M +86—[4+2y(1+ )]},

(20)
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gdzie A; = y2(1 + a)? — 4ay oznacza wyrdznik réwnania charakterystycznego (6)
omodwionego w poprzednim podrozdziale.

Poniewaz przyjelismy, ze 0 < § < 1, wigc wyrazenie w nawiasach klamrowych w (20)
jest ujemne. W szczegdlnosci oznacza to, ze A < A;.

Z drugiej strony zwr6¢my uwage na to, ze pierwiastki rdwnania kwadrato-
wego (19) maja znacznie bardziej skomplikowang posta¢ niz pierwiastki réwnania
(5). Pierwiastki te wyrazajg si¢ wzorami:

yd+a)—6—+A

A 1)

2 )
_y(1+a)—5+\/5
= 5 )

2, (22)

Jezeli rozwazymy przypadek A > 0, to ze wzordw (21) i (22) widzimy, ze zachodzi
nieréwno$¢ 14 < 4,.

Z drugiej strony, jezeli wyr6znik (20) zapiszemy w nastepujacej postaci

A=[y?(1+a)? = 2y6(1 + @) + §%] — 4ay — 46
=[y(1 +a) — 6]*> — 4(ay + 5)

to widzimy, ze
A<[y(1+a)—6]%
Stad, przy zalozeniu, ze A > 0, otrzymujemy:
y(d+a)—6—-+VA>0,
co implikuje, ze 41 > 0.
Ostatecznie mozemy wyciggnac wniosek, ze
0< <1y (23)
przy zatozeniu, ze A > 0.

Z drugiej strony, rozwazajac funkcje kwadratowg generowang przez lewa
strone réwnania (19), a wiec funkcje f = f (1) dang wzorem

fA=2-y1+a)—358l11+ (ay +9), (24)

widzimy, ze f(0) = ay + J, co wobec (23) pozwala wnioskowa(, ze wykres tej funk-
cji jest parabolg o przebiegu takim, jak na ponizszym rysunku:
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Avl\/lg A

Rysunek 1.

Zré6dto: opracowanie wlasne.

W szczegdlnosci oznacza to, ze pierwsza wspolrzedna wierzcholka tej paraboli, tzn.
liczba

1
ho =5 [y(1 + @) = 5]
jest liczbg dodatnig. Stad otrzymujemy
y(1+a) > 6. (25)

Z drugiej strony, rozumujagc podobnie jak w poprzednim podrozdziale
i korzystajac ze wzorow Vietea, z (19) dostajemy

(1_11)(1—).2):1—11—/’{24‘1112:1_().1"'/12)"‘).1/12 =
=1+[y(Q+a)—908]1+ay+4.

Stad, z przyjetych zalozen oraz z (25) otrzymujemy, ze

1-2)A-2)>0. (26)
Whynika stad, ze gdy A > 0, to mozliwe sg tylko dwa przypadki:
. 0<A <<

2. 1< <A
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Poniewaz rozwigzanie réwnania réznicowego (18) przedstawia si¢ takim
samym wzorem jak rozwigzanie rozpatrywanego poprzednio réwnania réznicowego
(5) (oczywiscie w przypadku, gdy A > 0), zatem z przeprowadzonego rozumowania
wynika, ze rozwigzania réwnania réznicowego (18) zachowujg si¢ w rozwazanym
przypadku dokladnie tak samo, jak rozwigzania réwnania (5).

Podobnie mozna réwniez przeanalizowaé pozostale przypadki, czyli gdy
A=0orazgdyA<O.

Jednakze, biorac pod uwage duza komplikacje obliczen, zrezygnujemy tutaj z prze-
prowadzenia tej analizy.

Whnioski i uwagi koncowe

Z rozpatrzonych w pracy przypadkéw zwigzanych z mozliwymi warto$ciami wspot-
czynnika sktonno$ci do oszczedzania ¥ oraz wspélczynnika akceleracji @, a takze moz-
liwymi zaleznos$ciami miedzy tymi wspdtczynnikami wynika, Ze ciag rozwigzan (V,,),
modelujacy wartosci dochodu narodowego, moze zachowywac si¢ na jeden z opisa-
nych nizej sposobow. Nalezy zaznaczy¢, ze ciag (V) przedstawia wielko$¢ dochodu
narodowego w kolejnych rozwazanych tutaj momentach czasu (np. w kolejnych
latach).

Po pierwsze, jezeli y > 4a/(1 + a)? to cigg wartosci dochodu narodowego
(Y,,) zachowuje si¢ w kolejnych momentach czasu stabilnie i w miare wzrostu liczby
wartos$ci tego ciggu dazg do wielkosci stalej k = Ry/(1 — y), nazywanej stanem réw-
nowagi.

Po drugie, gdy y = 4a/(1 + @)%, to warto$ci ciggu (Y,,) bardzo szybko rosna,
wiec nastepuje szybki wzrost dochodu narodowego. Wzrost ten moze powodowaé
rézne, nieprzewidziane sytuacje i nie jest na ogot pozadany.

Po trzecie, gdy y = 2/(1 + a), to wtedy wystepuje rownomierny wzrost
dochodu narodowego w kolejnych, rozwazanych momentach czasu. Stan taki wydaje
sie najbardziej pozadany z ekonomicznego punktu widzenia.

Przeprowadzona analiza obejmuje najwazniejsze z oméwionych tutaj sytu-
acji, ktére mogg zaistnie¢ przy modelowaniu podzialu dochodu narodowego przy
pomocy modelu Samuelsona. Zauwazmy, ze przeprowadzenie bardzo wszechstron-
nej analizy wszystkich mozliwych przypadkéw wymagatoby niezwykle obszernego
opracowania. Dlatego tez zrezygnowalismy tutaj z takiej analizy.

Abstrakt
Model Samuelsona podziatu dochodu narodowego i jego uogoélnienia

Celem pracy byla analiza podzialu dochodu narodowego przeprowadzona w oparciu
o model zaproponowany przez Samuelsona. Model ten opiera sie na wykorzystaniu
teorii rownan réznicowych. W pracy pokazano, ze wspomniany model Samuelsona
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prowadzi do réwnania réznicowego liniowego rzedu drugiego o wspotczynnikach
stalych, niejednorodnego.

W przedkladanej pracy przeprowadzono wszechstronng analize¢ zachowa-
nia si¢ rozwigzan otrzymanego réwnania réznicowego. Analize te przeprowadzono
w oparciu o interpretacje ekonomiczng zachowania si¢ tych rozwigzan.

Ponadto, rozpatrzone zostalo pewne uogolnienie modelu Samuelsona zwig-
zane z konkretng sytuacja ekonomiczng. Przeprowadzono réwniez analiza zachowa-
nia si¢ rozwigzan réwnania réznicowego modelujacego te uogdlniona sytuacje.

Stowa kluczowe: doch6d narodowy, podzial dochodu narodowego, model Samuel-
sona, zasada akceleracji, rownanie roznicowe

Abstract

The Samuelson Model of the Division of the National Income and its
Generalizations

The goal of the paper was an analysis of the division of the national income perfor-
med on the base of a model proposed by Samuelson. That model is based on the use
of the theory of difference equations. It was shown in the paper that the mentioned
model of Samuelson leads to a linear difference equation of the second order, inho-
mogeneous.

In the presented paper the comprehensive analysis of the behaviour of solu-
tions of the obtained difference equation was conducted. That analysis was perfor-
med on the base of an economic interpretation of the behaviour of those solutions.

Moreover, there was considered some generalization of the Samuelson model
connected with a concrete economic situation. There was conducted also the analy-
sis of the behaviour of solutions of a difference equation modelling that generalized
situation.

Keywords: national income, division of national income, Samuelson’s model, accele-
ration pronciple, difference equation

References

Agarwal, R. P. (2000). Difference Equations and Inequalities: Theory, Methods and Ap-
plications. Marcel Dekker, Inc.

Banas$, J. (2018). Podstawy matematyki dla ekonomistow. Wydawnictwo Naukowe
PWN.

Chiang, A. C. (1994). Podstawy ekonomii matematycznej. Paiistwowe Wydawnictwo
Ekonomiczne.

Cull, P, Flahive, M., Robson, R. (2005). Difference Euquations. From Rabbits to Cha-
os. Undergraduate Texts in Mathematics. Springer.

Elaydi, S. N. (1999). An Introduction to Difference Equations. Springer.

99



Jozef Banas, Monika Krajewska

Fulford, G., Forrester, P, Jones, A. (2001). Modelling with Differential and Difference
Equations. Cambridge University Press.
Rumak, T. (1972). Réwnania réznicowe. Wyzsza Szkota Pedagogiczna w Rzeszowie.

100



